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Gruppentibung 8

Definitionen

SeiV einn-dimensionaleR-Vektorraum (z.B. deR"), und|.| die Betragsfunktion. Eine Abbildung| :V — R
heil3t(\Vektor-)Normwenn gilt:

a) ||v| > 0 fur allev € V (Nichtnegativitat).

b) |lv|| = 0 genau dann wenn= 0 (Positvitat).

c) |lav| = |al|v| furalleveV unda € R (Homogenitat).

d) |[v+w|| <|v||+ |lw] fur allev,w € V (Dreiecksungleichung).

Nun ist die Menge der quadratischen Matrizen mit reellerirBgenR"*" ein R-Vektorraum der Dimensior?.

D.h. das Konzept der Norm lasst sich ohne weiteres auf atiadne Matrizen iibertragen. Nun f&t*" noch

eine natirliche Multiplikationsoperation (die Matrizaaltiplikation). Fir Abschatzungen kann es nitzlicinse
die, GroRe" vonAB mit der,,Grof3e" vonA undB in einen Zusammenhang zu setzten. Wir nennen eine Abbildung
|| : R™" — R eineMatrizennorm, wenn die Abbildung eine Norm ist und zusatzlich die folgemedingung
erfullt:

e) |AB| < |IAl|IB|l (Submultiplikativitat).

Aufgabe 1 Im folgenden diskutieren wir die sogenanimiduzierte Norm. Sei dazuy|.|| eine beliebige Norm und
A e R™". Dannist||.|ling : R™" definiert durch

A
[Allind = sup ——-=.
" 2o Xl
a) Zeigen Sie, dass fifye R"™" gilt
AX
p X0~ supjax|
ixio X =1
Losung:
Sei alsax € R mit ||x|| # 0. Es gilt
|l = i = g =2
I il Xl '

Das erste Gleichheitszeichen gilt wegen der Homogen#iahdrm, das zweite wegen der Positivitat
der Norm. Damit gilt

x|
ixgzo X 0

X
e
] 2ol IIXI

]: sup||Ax|.
[x]|=1

b) Erklaren Sie warum
SUPp||AX|| = max||Ax|.
Ix]|=1 [Ix[=1
gilt.
Ldsung:
Die Menge{x € R"|||x|| = 1} ist kompakt. Nach dem Satz vom Minimum und Maximum (nach Wei-
erstrall), nimmt eine reelle Funktion auf einer kompaktem@éeihr Minimum und Maximum an.
Deswegen ist das Supremum gleich dem Maximum.



¢) Untersuchen Sie, ob die induzierte Norm die Submultgatiktat erfullt.
Ldsung:

Ist ||B|ling = 0, dann gilt die Submultiplikativitat. Sei also n{iB||ing # 0. Dann gilt

1AB]ing = sup PABXL _ g IABX] [BX]|
2o X 0 1BX] 1|
A Bx
M Supu:”A”ind“B”ind-

“yi£o IV o X1

Damit ist die induzierte Norm eine Matrixnorm.
Eine Alternativlosung ist

1AB]ing = sup [ABX] sup lABX| _ o 1ABX] [BX]
w0 X yexzo X yexz0 [IBX] (X
A Bx
sup P sup B0 B,

“ylzo IVIE w20 X

Aufgabe 2 Sei||-||» : R" — R definiert durch
X=Xl := max{|Xa],...,|*n|}.

||l is die sogenanntlaximum- oder auch.,-Norm.

a) Zeigen Sie, dags||» eine Norm ist.
Ldsung:
Es gilt die vier Bedingungen zu uUberprifen. Dgsh. nichtnegativ ist, folgt unmittelbar aus der
Definition, denn der Betrag ist eine nichtnegative Funkt®itt 0 = ||X|| = max{|x1|,...,|Xa|}, dann
gilt auch|xg| = 0, alsoxx = 0 und somit ist die Positivitat gezeigt. Nun &k = (axg,...,0X,). Well
laxc| = |a||x| gilt, ist auch die Homogenitat erfullt. Fir die Dreiecksyleichung nutzen wir aus,
dass diese auch fur den Betrag gilt. Dann ist si¢kef yk| < [x«| + |y«|. Dann gilt aber auch

||X+y||°° = maX{|Xl+yl|7- (S |Xn+yn|} S maX{|Xl| + |yl|7- (RS |Xn| + |yn|}
< max{(xa|,....[%n|} +max{|yi|,....[¥al} = [X]eo + [Ylleo-

Damit ist gezeigt, das§|| eine Norm ist.
b) Definieren Sie nun dik,-Norm fiir relle quadratische Matrizen, d.h. definierenfBieA ¢ R™" die

GroRe|All». Berechnen Sie anschlieRefid ., und||M?||, filr M = G D Ist die so definierte

l»-Norm eine Matrizennorm?
Ldsung:
Wie oben schon erwant, ist die Menge der quadratischenidMatmit reellen Eintragen eifR-
Vektorraum der Dimensior?. Deswegen definieren wj||., einfach als den maximalen Betrag aller
Eintrage. Genauer, fik € R™" gilt dann

[Allo =  max |AL]-

<i,j<n

11
M_(l 1) = |Mle=1

2 2
M2(2 2) = Mo =2.

Nun gilt

Damit ist|-|| aber sicher keine Matrizennorm, denn es gilt
2
IMZ[[eo > [[M]leo[M oo,

und damit erfullt]- || die Eigenschaft der Submultiplikativitat nicht.



c)

Sei nurA € R™". Definiere||-|| : R™" — R durch

A= n||A]|e-
Zeigen Sie, dasf || eine Matrizennorm ist.
Ldsung:

Die Norm-Eigenschaften bleiben erhalten, es gilt also meiSdibmultiplikativitat zu prifen. Sei also
A B e R", dann gilt

n n
AB| =n max AB--:nmax‘ -B-’<nmax ikBki
1AB]| =n max |ABi;| =n,m: nk;A'k K} = 1si,jgnk;|p“" il

n
<Ny [AllsBlle = nlAfon]|Blm
k=1

= [[AlllBI-

Aufgabe 3 Wir betrachten didl-A-Struktur aus Abbildung 1, wobei

1
M(S)= ————
() £+0.2s+1
ist und||A]jw<1 ist.
A
M

Abbildung 1: M-A-Struktur

a) Zeichnen Sie das Bodediagramm Wdrund erklaren Sie, warum der geschlossene Kreis nicht tobus

b)

stabil ist.

Ldsung:

Im Bodediagramm voM in Abbildung 2 liest man ab, dass di&,-norm grosser als 1 ist. Gemafd
Vorlesung ist das System damit nicht robust stabil gegendén Unsicherheiteh.

Finden Sie ein Systeth so dass der geschlossene Kreis nicht asymptotisch stabil is

Ldsung:

Verwende den Algorithmus aus der Vorlesung. Wir wahleréoiist eine Frequena so, das$M (jo)| >
1ist. Aus dem Bodediagramm liest man ab, dass dies z.Buapeil der Fall ist. Nun ist

M(j =————— =-bj.
(je) j24+0.2j+1 J
Setze nun
1 .
Ny = ——— =0.2]
IM(jao)|
und
a:==+|hol,

wobei wir “4+" wahlen, sodass



Bode Diagram
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Abbildung 2: Bodediagramm vo.

Aullerdem setzen wir
[0 EAYy) .

a+Ag N

B:=jwo
Mit der Formel aus der Vorlesung ergibt sich

s—B s—1
Als)=a———=02——.
() as+B 0 s+1

Fur den geschlossenen Kreis ergibt sich danrUtietragungsfunktion

s+1
S+1.282+s5+1.2

Deren Nenner erfulllt die Vorzeichenbedingung, aber riéhBeiwertebedingung. Damit ist das Sys-
tem nicht asymptotisch stabil.



